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Kapitola 1

Uvod

Kresleni grafii je prostfedkem pro vizualizaci komplexnich struktur a jejich
naslednou prezentaci uzivateli. Prvni metody kresleni graft vychézely z fy-
zikdlnich metod viz napft. [23]. Centrem zajmu dlouhou dobu bylo zejména
kresleni rovinnych grafi a stromid. V 80. letech se objevily prvni algoritmy
zalozené na hledani vlastnich cisel spektra grafu. Fyzikalni metody vsak po-
stacovaly pro vétsinu aplikaci, dokud se neobjevila potfeba kreslit rozsahlé
grafy s mnoha tisici vrcholy.

Prvnim krokem, ktery umoznil kresleni takto velkych grafd, byla imple-
mentace shlukovani do fyzikalnich algoritmi, ktera znac¢né redukovala jejich
asymptotickou slozitost viz [21]. Zhruba ve stejné dobé se do stfedu z&jmu
dostaly metody zalozené na vypoctu vlastnich ¢isel, které vyuzivaji shluko-
vani. Ukazélo se totiz, ze vlastni ¢isla grafu lze aproximovat pomoci vhodné
zvoleného malého grafu s konstantni velikosti.

Stranou zajmu dlouhou dobu ztstavalo kresleni graft ve 3D, prestoze
nabizi fadu vyhod z uzivatelského pohledu — jako zasadni se jevi moznost
libovolné rotovat a priblizovat kameru. Takto 1ze ziskat mnohem detailnéjsi
prehled o vysledném nakresleni, a navic odpada potfeba minimalizovat pocet
kiizeni hran, jak bude ukazano ve druhé kapitole. Dodejme, Ze minimalizace
kiizeni ve 2D je N'P-tiplnd tloha.

V textu ukazeme, jak kreslit grafy za pouziti high dimensional embedding
(HDE), a predlozime novy algoritmus zaloZeny na vzorkovani HDE s linedrni
slozitosti. Podrobné bude dokazana slozitost naseho algoritmu a vysledky
budou porovnéany s algoritmem zaloZzenym na PCA-projekei [10].

Dale jsme vytvorili aplikaci pro Windows, ktera umoziuje vyuzit vyhody
tfidimenzionalniho nakresleni grafu.
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V nasledujici ¢asti definujeme zakladni pojmy linearni algebry a teorie
graftl.

Graf G je usporadand dvojice (V, E), kde V' je neprazdnd mnozina vr-
choli a F mnozina dvojic prvka V. Prvky mnoziny £ nazyvame hranami
grafu G. Je-li F mnozina uspotradanych dvojic, pak hovofime o orientova-
ném grafu. V dalSim textu se omezime na grafy neorientované tedy takové,
kde E je mnozina neusporadanych dvojic. Vrcholy u, v grafu G oznac¢ime jako
sousedy, pokud mezi nimi existuje v G hrana. Cestou mezi v; a v,, rozumime
posloupnost sousednich vrcholi, kde se neopakuji hrany ani vrcholy. Souvisly
graf je takovy graf, ve kterém mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta.

Definujme nyni nakresleni grafu G.

Definice 1.1 Nakreslenim grafu G = (V, E) do prostoru R" rovnymi Ca-
rami rozumime zobrazeni ¢ : v — R", kde hrany kreslime useckami mezi
jednotlivgmi vrcholy.

V nasem ptipadé se budeme zabyvat kreslenim ve 2 a 3-rozmérném prostoru
a tedy n bude v nasem ptipadé rovno 2 nebo 3.

Dale uvedeme zakladni poznatky o vlastnich ¢islech. A je vlastni cislo
realné (komplexni) ¢tvercové matice A, pokud existuje nenulovy vektor x
akovy, ze Ar = Ax. Vektor x je pak vlastnim vektorem matice A ptislusnym
A. Zdtraznéme, ze symetrickd matice ma vSechna vlastni ¢isla realna, jak je
dokézano v [13]. Symetricka ¢tvercovad matice je pozitivné definitni, pokud
Vo # 0: 2A2T > 0. Na z4vér uvedeme vztah mezi vlastnimi &sli a pozitivng
definitnimi maticemi.

Véta 1.1 Matice je pozitivne definitni tehdy a jen tehdy, kdyZ md vsechna
vlastni cisla kladnd.

Dukaz: viz [13].
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Algebraické metody

V této ¢asti popiseme algoritmus PCA projekce pochazejici z [10] a porov-
name ho s ndmi navrhovanym novym algoritmem.

2.1 Problém k-center

Problém O patii do tridy N P, pokud lze jeho feseni ovéfit v polynomialnim
¢ase. Pokud navic lze kazdy problém t¥idy N P, prevést v polynomialnim case
na problém Q, pak takovy problém nazyvame N P-iuplngm.

Definice 2.1 (Problém k-center) Problém k-center definujeme ndasledovné:
Bud'S mnoZina n bodi v prostoru s mirou dist . Najdi mnoZinu C velikosti k
takovou, Ze

max min dist(c, s) je minimdlni.

seS ceC

Véta 2.1 Probléem k-center je N P-tézky.
Dukaz: viz [12].

Definice 2.2 Bud I mnoZina vsech instanci N P-iuplného problému Q. Po-
lynomidlni algoritmus A nazveme e-aproximaci N P-iplné ilohy O, jestlize

C cr <
m;'iX 5,6 S €,

kde C' je cena reseni nalezend A a C* je optimdlni Tesent Q.
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2-Aproximace problému k-center hladovym algoritmem

Vstup: Mnozina S
1. Vyber s € S libovolné, poloz S = S\{z} a C = {s}.

2. Najdi bod x € § takovy, ze Inelgl dist(z, ¢) je maximalni.

3. Poloz § = S\{z} a C = CU{z}.
4. Pokud |C| < || , vrat se na 2.

Definice 2.3 Alternativné lze problém k-center definovat takto: Bud S mno-
Zina. Rozhodni, zda existuje k hyperkouli s polomérem r,které pokryvaji mno-
Zinu S.

Véta 2.2 Vyse uvedeny algoritmus je 2-aprozimaci problému k-center.

Dukaz: viz [1]. Bud r* optimalni feSeni problému k-center. Ozna¢me r FeSeni
nalezené aproximac¢nim algoritmem. Pro spor bud r > 2r*. Existuje tedy bod
x, ktery je vzdéalen alespon r od k center nalezenych aproximac¢nim algorti-
mem. Pak ovSsem body nalezené aproximac¢nim algoritmem a tento bod maji
vzajemnou vzdalenost alespon r. Ovsem v zadné hyperkouli o poloméru r*
nemohou byt dva body se vzdalenosti vétsi nez 2r*. Tudiz k pokryti mno-
ziny by bylo tfeba alespon k+1 hyperkouli, coz je spor s faktem, ze existuje
pokryti mnoziny k hyperkoulemi.

Hladovy algoritmus neni pouze 2-aproximaci problému k-center, ale do-
konce plati i nasledujici tvrzeni.

Véta 2.3 Pokud P # NP, pak je uvedeny hladovy algoritmus nejlepsi moz-
nou polynomidlni aproximaci problému k-center.

Dukaz: viz [12]

Problém k-center jsme zde definovali obecné, budeme ho vsak aplikovat na
grafy. Mnozinou S bude tedy mnozina vrcholi. Metrikou dist v nasem ptipadé
bude teoreticka grafova vzdalenost - tedy cena nejkratsi cesty mezi vrcholy
1, 7. V pripadé, ze graf bude mit kladné ohodnocené hrany, vyuzijeme k nale-
zeni nejvzdalenéjsiho vrcholu v kroku 3 Dijkstrova algoritmu. Pokud budou
mit hrany jednotkovou délku, aplikujeme priichod do $itky(BFS). Pouzitim
hladového algoritmu pro feSeni problému k-center ziskame nakresleni grafu
v k dimenzich. Toto nakresleni nazveme high-dimensional embedding(HDE).
Jako optimalni pocet center se jevi m = k = 50 bez ohledu na velikost
a strukturu grafu.
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2.2 PCA (Principal Component Analysis)

V predchéazejici ¢asti jsme ukazali, jak ziskat HDE. Nyni je tedy tifeba na-
lézt reprezentaci HDE v 2D nebo 3D, ktera odhali strukturu HDE daného
grafu. Jako vhodna metrika pro nalezeni vhodné reprezentace HDE se jevi
maximalizace vzdalenosti mezi jednotlivymi vrcholy G tak, aby bylo mozné
vrcholy jednoznac¢né odlisit. Je vSak nutné nalézt vhodné omezeni pro mozna
zobrazeni tak, abychom zabréanili divergenci vrcholt do nekonecna. [10]

V této casti tedy ukazeme, jak vérné zobrazit vice-dimenzionalni data
ve 2D a 3D. Tyto zobrazovaci techniky souhrnné nazyvame metodami pro
redukci dimenze(RD). V praxi je vyuzivana celd fada téchto technik viz [7].
V nasem piipadé vSak bude hlavnim kritériem pro volbu metody jeji casova
slozitost - Jak bude ukazano v 2.5 lze graf nakreslit za vyuziti Hallovy energie
s kvadratickou slozitosti. Toto dava rozumnou rychlost pro grafy se zhruba
5 000 vrcholy, ale je velmi pomalé pro velmi velké grafy.

Jednou ze zdkladnich metod pro redukci dimenze je pravé PCA. Bud
X tvaru m x n matice pozorovani. X se sklada z n m-dimenzionalnich
centralizovanych pozorovani. PCA hledd navzajem kolmé linedrni kombi-
nace wi ...w, L vektort z....x, takové, Ze s; = w;x ma maximalni roz-
ptyl. Tedy wy = wy1... w1, jsou koeficienty linedrni kombinace vektort
xy...x, takové, ze vektor s; = wix ma nejvétsi rozptyl. Zjevné by vsak pro
x — oo rozptyl divergoval, a tedy zavedeme omezeni |w;| = 1. Koeficienty
Wy = Wa] ... Wy, PIislusi linedrni kombinaci, kterd je kolma na w; a navic
vektor s; = wox mé nejvétsi rozptyl V,w L w;.

Algoritmus pro nalezeni PCA
Vstup: matice X tvaru m x n - reprezentujici HDE grafu G = (V, E)

n
. .o . . s sz _1%ik
1. Centralizuj jednotlivd pozorovani - z; ; = x; ; — E’“%

2. Spocitej kovaria¢ni matici Cov = X X7 - Kovaria¢ni matice je tvaru
m X m

3. Nalezni dominantni (nejvétsi) vlastni ¢isla Ay > ... > A, > 0 a jim
prislusné vlastni vektory U = u; ... u, matice C'ov

1p je dimenze finalniho prostoru, do kterého budeme pozorovani zobrazovat - typicky
tedy 2 nebo 3
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4. Vypoditej projekci XTU - toto je hledané zobrazeni HDE v p dimenzich.

Véta 2.4 Vyse uvedeny algoritmus nalezne projekci, kterda maximalizuje

> dist(i, j) = u" XX u

1,j€EV

na mnoziné |v| = 1 — tuto projekci nazgvame PCA-projekci. Hledat tedy
budeme predevsim vlastni vektory prislusné nejvétsim vlastnim cislum kova-
riacni matice.

Dikaz: viz [10] a [19]

Zbyva ukazat, jak nalézt vlastni ¢isla kovariacni matice. Tato matice je
symetricka, a mé tedy vSechna vlastni ¢isla redlna. K nalezeni dominantnich
vlastnich ¢isel pouzijeme mocninné metody. Mocninna metoda vychazi z po-
zorovani, ze pokud je matice A pozitivné semidefinitni a u; vlastni vektor
prislusny dominantnimu vlastnimu ¢islu A , pak pro libovolny vektor z, pro
ktery u,x # 0, konverguje fada Ax, A%z ... A"v k u;.

Mocninna metoda viz[10]

Vstup: Pozitivné definitni matice A
1. 4; := nadhodny normovany vektor
2. u; = Uy

3. Ortogonalizuj u; vici predchozim vlastnim vektortim:
for j:=1toi—1

w; = u; — (uuy)
4. u; = Au;
5. normalizuj ;
6. pokud w;u; >1—€: 1:=i+1,jdinal

7. pokud u;u; <1 —€: jdina?2
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Shrnuti a slozZitost

Algoritmus PCA pro kreslent grafi
1. Ziskej matici HDE X
2. Spoditej kovaria¢ni matici X X7
3. Nalezni dominantni vlastni vektory kovaria¢ni matice
4. Projekce HDE podle ziskanych vlastnich vektori

K ziskdni HDE je tfeba ¢asu O(m x (|V| 4 |E|)) pro graf s jednotkovym
ohodnocenim hran, kde m je pocet pivott. Pro vétsinu grafii se jevi volba
m = 50 jako optimalni pro kvalitu vysledného nakresleni. Vypocet kovariacni
matice lze provést v dase O(m? * |V|). Tento algoritmus produkuje nejlepsi
vysledky pro relativné ridké grafy. Pro fidké grafy je tedy nejvyznamnéjsi
vypocet kovariacni matice. Pro husté grafy naopak prevlada vypocet HDE.

Projekce mezi 2D a 3D nakreslenim

Dalsim vyuzitim algoritmu PCA je nalezeni vhodné projekce tfidimenzional-
niho nakresleni grafu do 2D. Jak bylo dokézano v 2.4 maximalizuje PCA
projekce vzajemné vzdalenosti mezi jednotlivymi vrcholy. Pokud nas tedy
bude zajimat nakresleni grafu ve 2D a mame jiz jeho nakresleni ve 3D, staci

matici tohoto nakresleni vynasobit jeji transpozici. Tak ziskdme nakresleni
ve 3D.

2.3 Laplacian Preserving Projection - LPP

Hallova energie

Definice 2.4 Budte A, B ctvercové matice. Zobecnénym vlastnim cislem
matice A vici matici B nazveme cislo A\, pokud existuje vektor x # 0 :
Ax = ABx. Vektor x pak nazgyvame zobecnénym vlastnim vektorem.

Definice 2.5 Bud' G = (V, E) graf a wg : E — R" ohodnocent jeho hran.
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Pak Laplacidn L grafu G je matice tvaru |V| x |V| definovand ndsledovné:
_wG(i>j)7 pOkUd 7'7] €E

Y {i,k}eE

0 ginak
Definice 2.6 Matice vah W grafu G je definovdna ndsledovne:

wg(i,7), pokud 1,5 € E
w;; = $ 0 pokud i=j - smycky jsou zakdzdny
0 jinak

Definice 2.7 Diagondlni matici D grafu G rozumime matici D = W — L.

Definice 2.8 (Hallova energie) Hallovou energii Ey(G, ®) nakresleni @
grafu G rozumime

; (@) — ©(j)*.

l\le—\

{i

Predchozi definice odpovida intuitivni predstavé, ze ¢im je vaha hrany
e vyznamnéjsi, tim blize by méli ve vysledném nakresleni byt jeji vrcholy.
Ozna¢me nyni ®(i) = x; a X = {z1...2,}. V optimalnim nakresleni by tedy
méla byt minimalizovana délka hran. Je zjevné, Zze umisténi vSech vrcholi
v pocatku vsak neni vhodnym minimem, a proto je tfeba definovat mnozinu,
na které budeme Hallovu energii optimalizovat. Logickou volbou se jevi za! =
1 - tedy mnozina vektord s normou 1.

Vé&ta 2.5 Plati, Ze Ex(G,®) = XLXT a min XLXT.

Dtkaz: viz [15]. Roznasobenim dostavame:

n
Z Zwmx+ Zwm Lj Zw”xzx]

3,j=1 4,j=1 3,j=1

l\le—\

Protoze je W symetricka, a tedy Z w;ja? = E w”x plati:
7.]_1 7.]_

n
Z w, —l— Z Wy ; T ] Z Wy j Ty Tj = Z Wy ;T Z Wi ; Ti Tj
)

1,j=1 1,j=1 ,j=1 3,j=1

N |
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Analyzou prvni sumy dostavame:

Z wi,jx? :Z (Zwi7»> xf :‘Zlmxf
0

i,j=1 i=1

Z druhé sumy dostavame,nebot Vi : w;; =

n n n
Dowi Ty = Y, Wit == >, i
ig=1 =15 i =1 i

Dohromady tedy dostavame:

n

EH(G, (I)) = Z Wi, j 3322— Z W; ; T; Xj = Z liJ’ Z; x]+2lm 2312 :XLXT
ij=1 ij=1 i j=1;i%#j i=1

Véta 2.6 FExtrémy Hallovy energie ziskdme jako vlastni vektory Laplacidnu,

prislusnd vlastni cisla pak odpovidaji hodnoté Hallovy energie v daném ex-

tréemu.

Dukaz: viz [15].

Odvozeni algoritmu

Nase metoda vychazi z myslenky, Ze zejména u symetrickych grafi je graf
indukovany pivoty GP dobrou aproximaci ptivodniho grafu, a staci tedy mi-
nimalizovat jeho Hallovu energii. Takto vytvorené nakresleni dava pro radu
grafii velmi presnou aproximaci optimalniho nakresleni pivodniho grafu.
Ohodnoceni hran W? grafu G? definujeme nasledovné:

w; ; = dij, kde d;; je délka nejkratsi cesty mezi pivoty 7,j v grafu G.

Laplacian a diagonalni matici G? oznac¢ime LP a DP. Je tieba nalézt ob-
dobné omezeni jako u pivodniho grafu. Jako vhodna norma pro graf G? se
jevi D2z’ = 1. Tato norma rozmistuje vrcholy do n-dimenzionalniho elipso-
idu, kde vrcholy s vétsi vahou lezi blize pocatku. Naopak vrcholy s nizsi vahou
budou umistény déle od pocatku. Nazornou analogii je zde model atomu —
hmotné protony a neutrony se nachéazi v jadru, naopak lehké elektrony obi-
haji po eliptickych drahéach v elektronovém obalu. Nahradime tedy problém
minimalizace Hallovy energie ptivodniho grafu nasledujicim minimaliza¢nim
problémem pro graf G? :

min xlPx’.
zDPxT =1
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Definice 2.9 Prostor spojite diferencovatelnych funkci znacime C.

Definice 2.10 Bud f(z) z C skaldrni funkci vektoru x. Gradient f definu-
jeme jako n-dimenziondlni vektor parcidlnich derivaci, znacime fracdfdz.

Vé&ta 2.7 Bud S symetrickd matice a f(z) = 27 Sx

Dukaz: viz [15]
Ukéazeme nyni, ze nami definovany problém minimalizuje Hallovu energii
grafu GP.

Véta 2.8 FExtrémy predchoziho minimalizacniho problému ziskame jako vlastni
vektory nasledujictho zobecnéného problému vlastnich cisel, prislusnd viastni
cisla pak odpovidaji hodnoté Hallovy energie v daném bode.

Dtikaz: Vyjdeme z véty o Lagrangeovych multiplikatorech pro nalezeni
vézaného extrému. Minimalizujeme tedy xLPz? viéi vazbé xDPz! — 1 = 0.
Dostavame tedy nasledujici minimaliza¢ni problém

vLPr’ — N(zDPz" — 1),
kde A je hledany Lagrangetiv multiplikator. Derivaci podle x viz 2.7 obrzime:
LPx — ADPz =0
LPx = \DPz,
a navic pro Hallovu energii G? plati:
Ey(GP,®) = vLPx" = D"z,

Z vyse uvedeného tedy vyplyva, Ze na rozdil od PCA-projekce, zde bu-
deme hledat nejmensi vlastni ¢isla. Nejmensi vlastni ¢islo A; je ovSsem rovno 0
a vysledny vlastni vektor odpovid4 degenerovanému feSeni x = (ﬁ e ﬁ),
proto budeme hledat vlastni vektory A . .. A4 viz[9]. Je oviem vhodné spoci-
tat i dalsi vlastni vektory, nebot nakresleni ziskané na zakladé téchto vektori

ma vyssi estetickou kvalitu nez to ziskané pomoci Ay ... \4.
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Vypocet zobecnénych vlastnich cisel

V této casti ukazeme, jak prevést problém nalezeni zobecnénych vlastnich
vektor na problém nalezeni klasickych vlastnich vektori. Proces je velmi
zjednodusen faktem, ze D je diagonalni, a vyhneme se tak definici pseudo-
inverzni matice. V pripadé, ze D neni diagonalni, lze postupovat obdobné
a transformacni algoritmus pro tento pfipad je popsan a vysvétlen v [11].
K vyfeseni vysledného problému vyuzivame algoritmus QR implementovany
v knihovné ALGLIB viz[28]. Detailni ptehled algoritmti pro nalezeni vlast-
nich 1ze nalézt v EIG001.

Definice 2.11 Bud A pozitivné definitni étvercovd matice. Pak existuje Az

» o PR 1,1 . ,
horni trojihelnikovd takovd, Ze A = Az AzT. Tento rozklad matice A nazy-
vame Choleského dekompozici.

Méjme tedy Lx = ADx, kde D je diagonalni matice a L je symetricka.
Pak Choleského dekompozici D dostavame:
Lr = \D2 D%y,

. e 1o, . . . , 1
Inverzni matici D=2 k D2z ziskame invertovanim prvki na diagonéle v D2. A
tak dostavame:

Lx = \Dx

Lz = AD>D3gz
LD D3z = AD?D?x
D= LD7? D3z = AD?z
Polozme nyni y = D2z a ziskime standardni problém zobecnénych vlastnich
vektorl tvaru: . .
D=2 LD=2y=\y

Vlastni vektory ptvodni tlohy ziskdme jako x = D%ly.

Shrnuti algoritmu LPP
Algoritmus LPP pro kresleni grafd Vstup: graf G
1. Nalezni matici X prislusenou k HDE grafu G

2. Vytvor Laplacian a Diagonalni matici pivotového grafu GP
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3. Nalezni vlastni ¢isla Ay ... \; a vlastni vektory wus...us zobecnéného
problému vlastnich ¢isel LPx = ADPx

4. Spocitej projekci x; = Xu;

Slozitost a srovnani s jinymi metodami

V [14] je uvedena podobnd metoda SSO (Subspace optimalization), avsak
k ziskani Laplacianu grafu G? je pouzito relativné zdlouhavé nasobeni matic,
které vyuziva Laplacianu ptvodniho nekontrahovaného grafu. Slozitost se
tedy zvysuje velmi rychle s ristem poc¢tu hran grafu GG. Nase metoda k ziskani
Laplacianu vyuziva pouze pivotovych vrcholi, a je tedy zretelné rychlejsi nez
SSO, a dokonce rychlejsi nez PCA. Nejnarocnéjsim krokem PCA-projekce je
u Fidkych graféi pravé vypocet X X7,

Na rozdil od SSO neni potieba nésobit matice X LX7, coz uSetti O(m|E|+
m?n) ¢asu viz [14]. Oproti PCA odpada nasobeni X X7, které je u ¥id-
kterou lze ve 3D provést v case O(3 x m x n). Oznaéme dobu potfebnout
pro vypocet vlastnich ¢isel matic fadu m QR(m). Pak asymptoticka slozi-
tost naseho algoritmu je tedy O(m * BES+3 * m xn + QR(m)) = O(m *
BFS+3*mxn) = O(m x (n + E)) pro grafy s jednotkovim ohodnoce-
nim hran a O(m * Dijkstra+3 x m x n + QR(m)) = O(m x Dijkstra) =
O(m * (|[V|log|V| + |E|)) pro grafy s nezaporné ohodnocenymi hranami
za pouziti Dijkstrova algoritmu a Fibonacciho haldy viz [17], implemento-
vané v Boost::Graph.

Metoda ACE [15] provadi shlukovani grafu ve vice krocich. P¥i kazdé
iteraci se pocet vrcholi grafu zmensi zhruba na polovinu. Hlavnim rozdilem
oproti nasemu algoritmu vsak je fakt, ze velikost findlniho Laplacianu u ACE
zévisi na velikosti pivodniho grafu, coz vede k relativné komplikovanému
a pomalému vypoctu vlastnich ¢isel potencialné velké matice. Zejména pri
zobrazeni grafu ve 3D je toto obzvlasté citelné - je totiz tfeba spocitat 3
vlastni vektory pomoci mocninné metody oproti 2 ve 2D. Na druhou stranu
ACE nevyuzivd HDE a mutze se tak vyhnout nékterym nedostatkiim této
metody — napf. problémy u grafi s nizkym polomérem.

Nase metoda je tedy rychlejsi nez ACE, PCA i HDL. U téchto metod
v praxi nejvice ¢asu trva pravé nasobeni matic viz [14] a [10], které u nasi
metody odpada.
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Graf V| LPP v sekundéach | HDE | Zpétna projekce
Grid 100 x 100 | 10 000 0.844 0.687 0.125
Grid 200 x 200 | 40 000 4.282 3.832 0.657
Grid 400 x 400 | 160 000 17.28 15.22 1.86

Tabulka 2.1: Doba béhu algoritmu LPP pro ¢tvercové mrizky.

Poté, co jsme algoritmus implementovali, objevili jsme podobnou mys-
lenku v [2] se shodnou slozitosti. V tomto algoritmu je k definici Laplacianu
navic vyuzito vzorkovani fadek a sloupcit matice X. Vysledny minimalizac¢ni
problém vyuziva jinou metriku kontrahovaného prostoru - xWaz?. Kvili této
definici je zde zapotiebi vypocet pseudoinverzni matice, coz vede k urcité
numerické nestabilité, ktera je sice odstranitelna, ale jak ukazuje nase me-
toda, 1ze se ji zcela vyhnout. V nasi metodé je totiz D diagonalni a Choles-
kého rozklad je tedy trividlni. Problém zobecnénych vlastnich cisel 1ze tedy
primo redukovat na klasicky problém vlastnich cisel, jak bylo ukazano vyse.
Rozhodné by bylo zajimavé provést detailni srovnani obou metod. Ptiklady
uvedené v [2] se zdaji byt velmi podobné nasim vysledkim.

Porovnani PCA a LPP

Algoritmy jsme porovnévali na pocitaci s procesorem AMD64 3500 béZicim
na taktovaci frekvenci 2.21 GHz s 1GB RAM. Pocet pivoti pro vytvoreni
HDE matice byl ponechan na 50.

Nejprve prakticky demonstrujeme, ze algoritmus LPP skutecné pracuje
v linearnim c¢ase vic¢i poctu vrcholi. Pro demonstraci pouzijeme ¢tvercové
miizky o velikosti 100 x 100,200 x 200 a 400 x 400. Vidime, Ze pro ¢tyi-
nasobny vstup je doba béhu programu zhruba ctytikrat delsi. Bohuzel se
zd4, Ze nami vyuzivana knihovna Boost::Graph je malo vykonné ve srovnani
s optimalizovanymi ad hoc feSenimi, a proto je i nase implementace relativné
pomala. Na druhou stranu je aplikace i tak dostatecné rychld pro vykresleni
grafu s velikosti fadoveé 100 000 vrcholt v rozumném case, a to pro praktickou
demonstraci vlastnosti LPP zcela postacuje.

Pro srovnani uvedme dobu béhu algoritmu PCA pro vySe zminéné grafy.
Vidime, ze doba béhu algoritmu PCA je zhruba dvojnasobné oproti LPP.
Vétsina casu je dle ocekavani vyuzita pro vypocet kovaria¢ni matice. Do-
dejme, ze obé metody naleznou spravné nakresleni miizky.

Po lehké rozcvicce je na ¢ase demonstrovat jednu velmi prijemnou vlast-
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Graf V] PCA v sekundéach | HDE | Kovariéni matice
Grid 100 x 100 | 10 000 2.593 0.843 1.719
Grid 200 x 200 | 40 000 13.13 4.745 8.464
Grid 400 x 400 | 160 000 36.12 13.11 22.59

Tabulka 2.2: Doba béhu algoritmu PCA pro ¢tvercové miizky.

nost algoritmi zalozenych na HDE. Z grafu 1ze ndhodné odebirat hrany a vy-
sledné nakresleni ziistane nadale kvalitni. Na rozdil od fyzikalnich algoritmn,
kde se odebiranim hran narusuje konvergence, zde ztstavaji nejkratsi cesty
v podstaté nezménény. Tim padem je i vysledné nakresleni kvalitni. Na ob-
razku 2.14 vidite krychlovou mftizku o hrané velikosti 11, ze které bylo na-
hodné odebrano 20 % hran. Tato mfizka byla vykreslena algoritmem LPP
vlastnimi ¢isli 2, 3, 4. Projekce PCA nedokéZe tento graf uspokjivé vykreslit.?
Tento graf také demonstruje, ze ne vzdy jsou vlastni ¢isla 1, 2, 3 ta nejlepsi.
Dalsi ivaha néas vede k tomu, ze ne vzdy je hladovy algoritmus pro vybér
pivotl zcela vhodny. Predstavme si napriklad mrizku, ke které bylo pridano
50 izolovanych vrcholt. Hladovy vybér bude brat izolované vrcholy jeden po
druhém a vysledek bude pochopitelné zhoubny. Naopak ndhodnym vybérem
mizeme v takovém pripadé ziskat rozumné nakresleni.

Naopak u grafli, kde jsou ndhodné hrany ptidavany, vznika problém.
Hrany, které spojuji jinak odlehlé c¢asti grafu, porusi i celé HDE. Je tfeba
si uvédomit, ze v pripadé, ze existuji hrany, které spojuji odlehlé ¢asti grafu,
je metrika indukovana nejkratsimi cestami znacné divoka a obtizné pred-
staviltena. Jako zajimavy problém se nabizi otdzka charakterizace prostort
generovanych metrikou nejkratsich cest. Dale plati, ze metodami zalozenymi
na HDE nelze kreslit stromy. Koren se domnivd, Ze je to zpusobeno tim, Ze
prostor generovany HDE stromi md vysokou dimenzi.[10] Dalsimi grafy, které
nelze pomoci HDE vérné nakreslit, jsou husté grafy. Napiiklad HDE tuplného
grafu je matice se samymi jednickami, jen pivotové vrcholy maji jednu nulu.
Jakakoliv projekce HDE zjevné musi mapovat vSechny nepivotové vrcholy do
jednoho bodu.

Na obrazku 2.8 vidite Sierpinského fraktal hloubky 9 nakresleny algorit-
mem LPP. Velmi zajimavé je perfektni 3D nakresleni grafu finap512 2.10 na
vice nez 70 000 vrcholech a s 200 000 hranami ve 3D s vyuzitim vlastnich ¢isel
0, 1 a 2. Tento graf demonstruje, ze LPP pfesné zobrazi globalni kruhovou

2Tento graf najdete po instalaci v adresaii graphs pod jménem cube_rand.graphml.
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topologii, a zaroven vérné zobrazi i detailni vézovité struktury na obvodu.
LPP je velmi presné, pokud jde o nalezeni vérného globalniho nakresleni, jak
demonstruje globalni zobrazeni grafu 4elt2 2.1. Oproti stejnému nakresleni
metodou PCA 2.2 jsou u LPP hrany nakresleni raketoplanu zaoblené. Na dru-
hou stranu, Hallova energie zadnym zpiisobem nebrani shlukovani vrcholti, a
proto jsou vrcholy ve 2D nakresleni metodou LPP rozmistény nerovnomeérné.
Naopak PCA rozmistuje vrcholy lokalné symetricky. Lokalni symetrie vSak
zde neni tak vyznamna, podstatny je predevsim globalni tvar kiidla.

Algebraické metody jsou velmi vhodné pro vyuziti ke 3D zobrazeni, jak
ukazuje velmi pékné nakresleni téhoz grafu na obrazku 2.3. Na rozdil od fy-
zikalnich metod, které vznikly primarné pro 2D, vychazi algebraické metody
z prostoril vyssi dimenze. Zobrazeni ve 3D odstrani nedostatky obou porov-
navanych metod. Nedochézi zde k zadnému shlukovani vrcholt. Divodem je,
Ze treti vlastni ¢islo zde podava dodatecnou informaci pravé o okrajovych
¢astech grafu. Predchozi pozorovani plati nejen pro graf 4elt2, ale i fadu
dalsich.

Oblibenym grafem testert byl graf s ndzvem crack, jehoz nakresleni al-
goritmem LPP opét vykazuje vysokou miru symetrie (obrazek 2.11). Ilu-
strace 2.4 a 2.5 kontrastuji nakresleni grafu big pomoci LPP a PCA ve 3D.
Obé metody zde naleznou podobna nakresleni (pro PCA jsme pouzili vlastni
Cisla 1, 2 a 3). LPP je ovSem o 50 % rychlejsi. Kone¢né ilustrace 2.6 a 2.7
porovnavaji nakresleni grafu 3elt obéma metodami. Zde je naopak ziejmym
vitézem PCA projekce, ktera zobrazi lokalni symetrii presnéji nezli LPP.

Priklady ukazuji, ze LPP produkuje globalné symetrickd nakresleni. Pti
zobrazeni ve 2D dimenzi vykazuji vSak tendenci ke shlukovani vrchold, ktera
vyplyva z definice Hallovy energie. Naopak PCA projekce ¢astecné obétuje
globalni symetrii ve prospéch symetrie lokalni a je na srovnatelnych datech
pomalejsi nez LPP. V tabulce 2.3 vidite srovnani doby béhu obou algoritmu
na nékterych zde uvedenych grafech. Je vidét, ze ve vétsiné pripadt je LPP
az o polovinu rychlejsi nez PCA projekce, nebot nehleda kovaria¢ni matici.
Prezentované grafy byly ziskany z [26] a [24].



KAPITOLA 2. ALGEBRAICKE METODY

Tabulka 2.3: Porovnani béhu algoritmi

Graf V] |E| | PCA v sekundéch | LPP v sekundéch
4elt2 11143 | 65636 3.047 2.000
big 15606 | 45878 5.751 2.062
finap512 | 74752 | 261120 30.67 11.96
3elt 4720 | 27444 1.204 0.656
crack 10240 | 30380 2.875 1.360

Obréazek 2.1: Globalni nakresleni grafu jelt2 pomoci LPP.

Obrazek 2.2: Globalni nakresleni grafu 4elt2 pomoci PCA.
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Obrazek 2.7: Nakresleni grafu 3elt metodou LPP.
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Obrézek 2.10: Graf Finap512 metodou LPP — pomoci vlastnich ¢isel 0, 1 a 2.
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Obrazek 2.11: Graf crack nakresleny metodou LPP ve 3D.

Obrézek 2.12: Mftiz

fizka 100 x 100 3D LPP-projekce. na obrazku patrné urcité
interference.
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Obrazek 2.13: Pohled do centra grafu sphere, LPP projekce ve 3D.
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Obréazek 2.14: Krychle 11 x 11 x 11 pomoci vlastnich ¢isel 2, 3 a 4 metodou

LPP.
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Program GraphDraw

Soucasti prace je program GraphDraw, ktery slouzi k editaci a vizualizaci
graftl jak ve 2D, tak ve 3D. Pro vizualizaci ve 3D je vyuzit rychly engine
Irrlicht. Umoznuje déale ukladat grafy véetné jejich nakresleni ve formatu
GRAPHML. Aplikace je psana pro operacni systém Windows.

3.1 Instalace

Vlozte CD do mechaniky. Otevite mechaniku a dvakrat kliknéte na ikonu
setup.exe. Postupujte podle instrukci instaldtoru a vyberte adresar, kam
chcete GraphDraw ulozit. Program se automaticky nainstaluje. Pokud mate
potize s instalaci, extrahujte soubor graph_draw.zip do libovolné slozky, kde
mate pravo zapisu.

3.2 Spusténi programu

Program miizete po instalaci spustit dvojitym kliknutim na ikonu graph_draw
pfimo z Plochy. Alternativné dvakrat kliknéte na soubor graph_draw.exe v
adresari, kam jste program nainstalovali. V nasledujici ¢asti popiSeme jaké
moznosti pro vizualizaci GraphDraw nabizi. VSechny moznosti jsou dostupné
z hlavniho menu aplikace. Kromé dale uvedenych metod umoznuje Gra-
phDraw ukladani grafti v nékolika forméatech a zakladni edita¢ni funkce.

25



KAPITOLA 3. PROGRAM GRAPHDRAW 26

3.3 Draw2D — Kresleni grafi ve 2D

Random Layout — ndhodné nakresleni

Rozmisti vrcholy ndhodné na plochu

Radial Layout — umisténi vrcholi na kruznici

Umisti vrcholy na kruznici. Parametr Radius in Pizels udava polomér kruz-
nice v pixelech.

Spring Layout — Nakresleni pomoci algoritmu Kawada-
Kamai

Nalezne nakresleni grafu pomoci algoritmu Kawada-Kamai, ktery je rela-
tivné pomaly a neni vhodné ho pouzit pro grafy s vice nez 50 uzly. Prvnim
parametrem algoritmu je spring power - sila pruziny. Zvyseni spring power
dosdhnete rychlejsi konvergence algoritmu za cenu kvality vysledného na-
kresleni. Layout tolerance udava maximalni energii potfebnou pro ukonceni
programu.

LPP Drawing — 2D nakresleni pomoci LPP

Parametr Center Count udava pocet pivotl vyuzitych k nalezeni HDE. Vyssi
hodnota mize castecné vylepSit vysledné nakresleni, na druhou stranu vede
k pomalejsimu béhu algoritmu. Pro vétsinu grafi je standardni hodnota 50
optimalni.

Parametry Figenvalue for z-coordinate a Eigenvalue for y-coordinate uda-
vaji, ktera vlastni ¢isla maji byt pouzita pro x-ovou respektive y-ovou sourad-
nici vysledného nakresleni. V nékterych ptipadech je vhodné zaexperimen-
tovat s nalezenim spravné volby téchto parametri, nebot dalsi vlastni ¢isla
mohou odkryt vyznamné detaily grafu, ale pro vétsinu grafii je standardni
nastaveni vyhovujici. Pokud zatrhnete volbu Weighted, bude uvazovano Vami
definované ohodnoceni hran — viz ¢ast o editovani hran. V opa¢ném piipadé
budou vSechny hrany uvazovany jako jednotkové. Po kliknuti na tlacitko OK,
nalezne program nakresleni souc¢asného grafu pomoci algortimu LPP ve 2D.
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PCA Drawing — 2D nakresleni pomoci PCA-projekce

Combobox Covariance Matriz Type udava, jakym zptisobem ma byt ziskana
kovariacni matice. Pokud zvolite High Dimensional, bude k nalezeni kovari-
acni matice pouzito vysoko-dimenzionalni nakresleni grafu. Pokud zvolite 3D
Projection, je jako zaklad kovaria¢ni matici brano soucasné 3-dimenzionalni
nakresleni. Parametr Center Count udava pocet pivott vyuzitych k nalezeni
HDE. Vyssi hodnota muze castecné vylepsit vysledné nakresleni, na druhou
stranu vede k pomalejsimu béhu algoritmu. Pro vétsinu grafi je standardni
hodnota 50 optimalni.

Parametry PC for xz-coordinate a PC for y-coordinate udavaji, které
hlavni komponenty maji byt pouzity pro x-ovou respektive y-ovou soutadnici
vysledného nakresleni. V nékterych pfipadech je vhodné zaexperimentovat
s nalezenim spravné volby téchto parametri, nebot dalsi vlastni ¢isla mohou
odhalit zajimavé struktury grafu, ale pro vétsinu aplikaci je standardni na-
staveni vyhovujici. Pokud zatrhnete volbu Weighted, bude uvazovano Vami
definované ohodnoceni hran — viz ¢ast o editovani hran. V opac¢ném pripadé
budou vsechny hrany uvazovany jako jednotkové. Po kliknuti na tlacitko OK,
nalezne program nakresleni soucasného grafu pomoci PCA-projekce ve 2D.

3.4 Draw3D — Kresleni grafa ve 3D

Orthogonal Grid Layout - 7 bends

Nalezne ortogonalni nakresleni grafu se 7 zlomy kompaktnim algoritmem.
Graf musi byt souvisly a jeho maximalni stupen nesmi presdhnout 6.

LPP Projection — 3D nakresleni pomoci LPP

Parametr Center Count udava pocet pivott vyuzitych k nalezeni HDE. Vyssi
hodnota muze castecné vylepsit vysledné nakresleni, na druhou stranu vede
k pomalejsimu béhu algoritmu. Pro vétsinu grafi je standardni hodnota 50
optimalni.

Parametry Eigenvalue for x-coordinate, Eigenvalue for y-coordinate a Fi-
genvalue for z-coordinate udavaji, ktera vlastni ¢isla maji byt pouzita pro
X-ovou,y-ovou a z-ovou soufadnici vysledného nakresleni. V nékterych pri-
padech je vhodné zaexperimentovat s nalezenim spravné volby téchto para-
metri, nebot dalsi vlastni ¢isla mohou odkryt vyznamné detaily grafu, ale
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pro vétsinu grafti je standardni nastaveni vyhovujici. Pokud zatrhnete volbu
Weighted, bude uvazovano Vami definované ohodnoceni hran — viz ¢ast o edi-
tovani hran. V opacném piipadé budou vsechny hrany uvazovany jako jed-
notkové. Po kliknuti na tla¢itko OK, nalezne program nakresleni soucasného
grafu pomoci algortimu LPP ve 3D.

PCA Projection — 3D nakresleni pomoci PCA-projekce

Parametr Center Count udava pocet pivotl vyuzitych k nalezeni HDE. Vyssi
hodnota mize castecné vylepsit vysledné nakresleni, na druhou stranu vede
k pomalejsimu béhu algoritmu. Pro vétsinu grafi je vSak standardni hodnota
50 optimalni.

Parametry PC for x-coordinate, PC for y-coordinate a PC for z-coordinate
udéavaji, které hlavni komponenty maji byt pouzity pro x-ovou,y-ovou re-
spektive z-ovou soutadnici vysledného nakresleni. V nékterych ptipadech je
vhodné zaexperimentovat s nalezenim spravné volby téchto parametrt, nebot
dalsi komponenty mohou odhalit zajimavé struktury grafu, ale pro vétsinu
aplikaci je standardni nastaveni vyhovujici. Pokud zatrhnete volbu Weigh-
ted, bude uvazovano Vami definované ohodnoceni hran — viz ¢ast o editovani
hran. V opa¢ném pripadé budou vSechny hrany uvazovany jako jednotkové.
Po kliknuti na tlac¢itko OK, nalezne program nakresleni soucasného grafu
pomoci PCA-projekce ve 3D.

Force Embedding — 3D nakresleni pomoci fyzikalniho
modelu

Nalezne nakresleni aktualniho grafu ve 3D pomoci Fruchterman-Reingoldova
algoritmu, algoritmus se nehodi pro velké grafy s vice nez 200 vrcholy. Prv-
nim parametrem je multiplikator pritazlivé sily hran Hook Force Multiplier.
Druhym parametrem je multiplikdtor odpudivé sily mezi vrcholy FElectrical
Force Multiplier. Do pole number of iterations zadejte pozadovany pocet ite-
raci. Zatrhnete-li hodnotu Use current 3D position bude pouzito soucasné
umisténi vrchol@ ve 3D jako inicidlni konfigurace algoritmu. Toto nastaveni
lze vyuzit pro vylepseni vysledkti dosazenych jinymi algoritmy — napriklad
LPP projekei. V opac¢ném ptipadé budou vrcholy nejprve rozmistény nahodné
v prostoru. Pokud zatrhnete volbu Generate 2D Projection bude vysledné
nakresleni ve 3D prevedeno do 2D pomoci algoritmu PCA.
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3.5 Ovladani kamery a volba vykreslovaciho
rezimu

Uprostied na listé vidite combobox oznaceny Drawing style. Pomoci tohoto
ovladaciho prvku prepinate mezi jednotlivymi rezimy kresleni. Pro editovani
grafu slouzi 2D rezim 2D Straight Line. Dale je k dispozici rezim kresleni
ve 3D rovnymi ¢arami3D Straight Line a ortogonalni kresleniOrto 3D, které
Vam déavaji plnou kontrolu nad kamerou.

V rezimu 3D a pfi ortogonalnim kresleni mate plnou kontrolu nad tthlem
pohledu na vykreslovany graf. Pokud drzite levé tlac¢itko mysi, mizete ka-
merou libovolné posunovat. Pro rotaci kamery pfidrzte pravé tlacitko mysi.
Pro priblizeni kamery drzte obé tlacitka mysi soucasné.

V rezimu 2D muzete posunovat graf pomoci Sipek a klaves WASD. Stisk-
nutim klavesy 'O’ oddalite graf. Naopak stisknutim klavesy 'I’ priblizite graf.

3.6 Editace grafu

Pro editaci grafu zvolte rezim vykreslovani ve 2D. Pokud jste dosud graf
nevykreslili v rezimu 2D, zvolte libovolné nakresleni grafu ve 2D. Na listé
vlevo vidite ¢tyti tlacitka jako na obrazku 3.1. Pokud podrzite nad témito
tlacitky kurzor objevi se text napovedy.

Po stisknuti prvni ikony (Add Vertex) muzete piidavat vrcholy kliknuti
levym tlac¢itkem na plochu hlavniho okna. Pokud kliknete na existujici vrchol
objevi se menu, ve kterém miiZzete upravit vlastnosti daného vrcholu.

Editace vlastnosti vrcholu

Obrazek 3.1: Tlacitka pro editaci grafu.

U vrchold muzete v zalozce Color ménit jejich barvu. Barva je zada-
vana ve formatu RGB. Zadate-li (0,0,0), bude vrchol ¢erny. Pokud zadéte
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(255,255, 255), bude vrchol bily. V zalozce Position in 2D and Weight mu-
zete upravit pozici vrcholu ve 2D a nastavit jeho ohodnoceni, které je vyuzito
pro kresleni pomoci fyzikalnich algoritmi ve 3D.

Po stisknuti druhé ikony (Add Edge) muzete piidévat hrany mezi existuji-
cimi vrcholy. Kliknéte na prvni vrchol levym tlacitkem a néasledné kliknéte le-
vym tlacitkem na koncovy vrchol Vami pozadované hrany. Pokud mezi Vami
vybranymi vrcholy hrana jiz existuje, objevi se okno pro editaci vlastnosti
zvolené hrany.

Editace vlastnosti hran

U hrany mizete ménit jeji barvu. Podobné jako u vrcholi je barva zada-
vana ve formatu RGB. Zadate-li (0,0,0), bude hrana ¢erna. Pokud zadéte
(255,255, 255), bude hrana bil4. Polozka Weight slouzi k nastaveni ohodno-
ceni hrany, které je vyuzito pro kresleni pomoci fyzikalnich algoritmt ve 3D
i 2D, vazené PCA a LPP projekce.

Po stisknuti teti ikony (Remove Vertex) muzete odebirat vrcholy z exis-
tujiho grafu kliknutim levym tlacitkem na vrchol, ktery si prejete odebrat.

Posledni tla¢itko (Remove Edge) slouzi k odebirani hran z grafu. Postu-
pujte stejné jako u pridavani hran. Nejprve zvolte prvni vrchol hrany levym
tlacitkem mysi, nasledné zvolte koncovy vrchol stejnym zptisobem.



Kapitola 4
Zavér

V préaci jsme demonstrovali vyuziti algoritmii pro redukci dimenze pro kres-
leni grafii na ptfikladu PCA-projekce. Popsali jsme také, jak nalézt vhodnou
projekci nakresleni grafu z 3D do 2D pomoci PCA-projekce.

Zejména jsme vsak prezentovali novy algoritmus pro kresleni rozsahlych
grafli s vice nez 10 000 vrcholy. Teoreticky i praktickou implementaci jsme
demonstrovali jeho linearni slozitost a porovnali ji s ostatnimi soucasnymi
algoritmy. Nase vysledky ukazuji, Ze novy algoritmus je ve srovnani s PCA
projekci o vice nez 50 procent rychlejsi pro fidké grafy. Oproti algoritmu
prezentovanému v [2] je nas algoritmus implementacné zna¢né jednodussi a
vyhyba se numerickym problémiim, které v piivodnim algoritmu nastavaji.
Kvalita vyslednych nakresleni je vysoka, zejména pokud se jedna o zobrazeni
globalni symetrie. Pokud je zapotiebi nalézt precizni lokalni nakresleni, je
vhodné kombinovat nasi techniku s nékterym z fyzikalnich algoritmi.

Déle jsme vytvorili aplikaci, ktera implementuje kromé PCA a LPP pro-
jekci i nékteré dalsi metody pro kresleni graft jako naptiklad fyzikalni modely
a orotogondlni kresleni pomoci lomenych c¢ar ve 3D. Tato aplikace umoziuje
uzivateli vyuzit veskeré vyhody tridimenziondlniho nakresleni jako zoomo-
vani a rotaci kamery.

Oteviena zlistava otazka, zda lze nalézt nejkratsi cesty v grafu pro k zdro-
jovych vrcholii rychleji nez v ¢ase O(k*Dijkstra). Nalezeni takového algoritmu
by vedlo ke zrychleni naseho algoritmu pro ohodnocené grafy.

Dalsi vyzvou je blizsi charakterizace prostort generovanych metrikou HDE
pro ruzné tiidy grafi. Z nasi prace vyplyva, ze algebraické metody jsou na
rozdil od fyzikdlnich metod robustni v pfipadé€, ze z grafu jsou odebirany
hrany. Na druhou stranu fyzikalni metody se zlepsuji, pokud do grafu né-

31
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které hrany doplnime. Pokud takto pfidané hrany spoji jinak odlehlé casti
grafu, prestavaji algebraické metod zalozené na grafové vzdalenosti fungovat.

Poznamenejme, Ze nasi techniku lze vyuzit k extrémné rychlému odhadu
dominantnich vlastnich ¢isel libovolné matice. Nabizi se tedy podstatné Sirsi
aplikace neZz pouhé kresleni grafii, nebot vlastni ¢isla jsou vyuZivana napi.
pro nalezeni optiméalniho rozlozeni sil piisobicich na mostni konstrukce. Dalsi
vyznamnou aplikaci algoritmi pro kresleni grafi ve 3D je rozklad meshi 3D
modeli viz [30] a [24].
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