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1 Zadanie:
Zistite počet všetkých usporiadaných trojı́c prirodzených čı́sel (𝑥, 𝑦, 𝑧), ktoré vyhovujú rovnici

𝑥𝑦𝑧 = 1000 000.

Zdroj: MO, 28. ročnı́k, úloha C‑I‑2
Riešenie:
Keďže 𝑥, 𝑦, 𝑧 sú delitele 1000 000 a 1000 000 = 106 = 26 ⋅ 56, existujú čı́sla 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2 z {0, … , 6} také,
že 𝑥 = 2𝑎1 ⋅ 5𝑎2 , 𝑦 = 2𝑏1 ⋅ 5𝑏2 , 𝑧 = 2𝑐2 ⋅ 5𝑐2 . Potom ekvivalentne

(2𝑎1 ⋅ 5𝑎2) 2𝑏1 ⋅ 5𝑏2 (2𝑐1 ⋅ 5𝑐2) = 1000 000,

2𝑎1+𝑏1+𝑐1 ⋅ 5𝑎2+𝑏2+𝑐2 = 26 ⋅ 56,
čo je ekvivalentné s dvojicou rovnı́c

𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 = 6,
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 6.

Nech 𝑖 ∈ {1, 2}. Potom 𝑎 + 𝑖 + 𝑏𝑖 ≤ 6, takže ekvivalentne 𝑏𝑖 ∈ {0,… , 6 − 𝑎𝑖}, pre každú hodnotu 𝑎𝑖 z {0, … , 6}
teda existuje teda práve 7− 𝑎𝑖 vyhovujúcich hodnôt 𝑏𝑖 z {0, … , 6} a ku každej takej dvojici (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖) existuje jediné
vyhovujúce 𝑐𝑖 z {0, … , 6} také, že 𝑎𝑖 +𝑏𝑖 +𝑐𝑖 = 6. Existuje teda práve 7+6+5+4+3+2+1+0 čiže 28 dvojı́c
(𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖) takých, že 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 ∈ {0,… , 6} takých, že 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖 = 6.
Výber dvojı́c (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) a (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) je nezávislý, existuje teda 28⋅28 čiže 784 trojı́c (𝑥, 𝑦, 𝑧) vyhovujúcich rovnici
zo zadania.

2 Zadanie:
Určte počet úsečiek spájajúcich vrcholy pravidelného 33‑uholnı́ka 𝐴1𝐴2…𝐴33, ktoré majú aspoň jeden spoločný
bod s trojuholnı́kom 𝐴11𝐴22𝐴33.
Zdroj: MO, 29. ročnı́k, Z‑II‑3
Riešenie 1:
Z každého z 3 vrcholov trojuholnı́ka 𝐴11𝐴22𝐴33 vychádza 33 − 1 čiže 32 úsečiek, každá z nich má s 𝐴11𝐴22𝐴33
aspoň jeden spoločný bod (a to tento vrchol).
Body𝐴11,𝐴22,𝐴33 rozdelia kružnicu opı́sanú tomuto 33‑uholnı́ku na 3 oblúky, vnútri každého z nich ležı́ skupina
10 zvyšných vrcholov. Z každého z týchto 33 − 3 čiže 30 vrcholov tak vychádza 33 − 10 čiže 23 úsečiek, ktoré
majú aspoň jeden spoločný bod s trojuholnı́kom 𝐴11𝐴22𝐴33.
Keďže každú úsečku sme počı́tali 2‑krát, hľadaný počet úsečiek je 1

2(3 ⋅ 32 + 30 ⋅ 23), čo je 393.
Riešenie 2:
Celkový počet úsečiek je 1

2 ⋅ 33 ⋅ 32 čiže 528.
Body𝐴11,𝐴22,𝐴33 rozdelia kružnicu opı́sanú tomuto 33‑uholnı́ku na 3 oblúky, vnútri každého z nich ležı́ skupina
10 zvyšných vrcholov. Každá úsečka, ktorá s trojuholnı́kom 𝐴11𝐴22𝐴33 nemá spoločný bod, má tak krajné body
v tej istej skupine. V každej z týchto skupı́n je 1

2 ⋅ 10 ⋅ 9 čiže 45 úsečiek, takže spolu ich je 3 ⋅ 45 čiže 135.
Hľadan počet úsečiek je teda 528 − 135 čiže 393.
Riešenie 3:
Rozoberme prı́pady:
• Nech má úsečka oba krajné body vo vrcholoch 𝐴11𝐴22𝐴33.
Takáto úsečka zrejme vyhovuje. Sú 3, a to strany 𝐴11𝐴22𝐴33.



• Nech má úsečka práve jeden krajný bod vo vrcholoch 𝐴11𝐴22𝐴33.
Takáto úsečka zrejme vyhovuje. Každý vrchol𝐴11𝐴22𝐴33 je krajným bodom 33−3 čiže 30 vrcholov, je ich teda
3 ⋅ 30 čiže 90.

• Nech nemá úsečka ani jeden krajný bod vo vrcholoch 𝐴11𝐴22𝐴33.
Body 𝐴11, 𝐴22, 𝐴33 rozdelia kružnicu opı́sanú tomuto 33‑uholnı́ku na 3 oblúky, vnútri každého z nich ležı́
skuoina 10 zvyšných vrcholov. Oba krajné body teda ležia v iných z týchto 3 skupı́n vrcholov. Pre každú z 3
dvojı́c týchto skupı́n tak existuje 10 ⋅ 10 čiže 100 úsečiek, čo je spolu 3 ⋅ 100 čiže 300.

Zhrnutı́m dostávame, že hľadaných úsečiek je 3 + 90 + 300 čiže 393.

3 Zadanie:
Nech𝐴𝐵𝐶 je trojuholnı́k𝐴𝐵𝐶 a𝑝 priamka, ktorá neprechádza žiadnym jeho vnútornýmbodom.Dokážte, že súčet
vzdialenostı́ bodov 𝐴, 𝐵, 𝐶 od priamky 𝑝 sa rovná súčtu vzdialenostı́ stredov strán 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 od priamky 𝑝.
Zdroj: MO, 29. ročnı́k, C‑I‑1
Riešenie:
Najprv dokážeme pomocné tvrdenie:
• Nech 𝑝 je priamka a 𝐴𝐵 je úsečka so stredom 𝑆 v tej istej polrovine určenej priamkou 𝑝. Potom

|𝑆, 𝑝| = 1
2(|𝐴, 𝑝| + |𝐵, 𝑝|).

• Rozoberme prı́pady:
• Nech 𝐴𝐵 je kolmá na 𝑃.
Nech 𝐾 je spoločná päta kolmice z bodov 𝐴, 𝑆, 𝐵 na priamku 𝑝. Bez ujmy na všeobecnosti |𝐾𝐴| < |𝐾𝐵|.
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Potom platı́
|𝑆, 𝑝| = |𝑆𝐾| = 1

2 ⋅ 2 |𝑆𝐾| = 1
2 ⋅ 2 ((|𝑆𝐾| − |𝑆𝐴|) + (|𝑆𝐾| + |𝑆𝐴|))

= 1
2 ⋅ 2 ((|𝑆𝐾| − |𝑆𝐴|) + (|𝑆𝐾| + |𝑆𝐵|)) = 1

2 ⋅ (|𝐴𝐾| + |𝐵𝐾|) = 1
2 ⋅ (|𝐴, 𝑝| + |𝐵, 𝑝|).

• Nech 𝐴𝐵 nie je kolmá na 𝑃.
Nech 𝐾, 𝐿,𝑀 sú postupne päty kolmı́c z bodov 𝐴, 𝑆, 𝐵 na priamku 𝑝.
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Potom 𝑆𝐿 je stredná priečka lichobežnı́ka 𝐴𝐾𝑀𝐵, takže

|𝑆𝐿| = 1
2(|𝐴𝐾| + |𝐵𝑀|),



čiže
|𝑆, 𝑝| = 1

2(|𝐴, 𝑝| + |𝐵, 𝑝|).

Stredy strán 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 označme postupne 𝐷, 𝐸, 𝐹. Potom platı́

|𝐷, 𝑝| + |𝐸, 𝑝| + |𝐹, 𝑝| = 1
2(|𝐴, 𝑝| + |𝐵, 𝑝|) + 1

2(|𝐵, 𝑝| + |𝐶, 𝑝|) + 1
2(|𝐶, 𝑝| + |𝐴, 𝑝|) = |𝐴, 𝑝| + |𝐵, 𝑝| + |𝐶, 𝑝| .

4 Zadanie:
Nech má trojuholnı́k strany dlžok 𝑎, 𝑏, 𝑐 a ich protiľahlé uhly veľkostı́ postupne 𝛼, 𝛽, 𝛾. Dokážte, že platı́

𝑎 cos𝛼 + 𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾 > 0.

Zdroj: MO, 28. ročnı́k, A‑I‑6
Riešenie 1:
Rozoberme prı́pady:
• Nech trojuholnı́k nie je tupouhlý.
Potom sú aspoň dve hodnoty cos𝛼, cos𝛽, cos 𝛾 kladné a tretia je nezáporná, takže

𝑎 cos𝛼 + 𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾 > 0.

• Nech trojuholnı́k je tupouhlý.
Bez ujmy na všeobecnosti je tupý uhol 𝛾. Keďže funkcia kosı́nus je na intervale (0∘, 90∘) klesajúca a kladná,
využitı́m trojuholnı́kovej nerovnosti dostávame

𝑎 cos𝛼 + 𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾

≥ 𝑎 cos(𝛼 + 𝛽) + 𝑏 cos(𝛼 + 𝛽) + 𝑐 cos 𝛾
= (𝑎 + 𝑏) cos(𝛼 + 𝛽) + 𝑐 cos 𝛾

= (𝑎 + 𝑏) cos(180∘ − 𝛾) − 𝑐 cos(180∘ − 𝛾)
= (𝑎 + 𝑏 − 𝑐) cos(180∘ − 𝛾)

> 0.

Riešenie 2:
Najprv dokážeme pomocné tvrdenia:
•

sin(𝑥 + 𝑦) cos(𝑥 − 𝑦) = sin 𝑥 cos 𝑥 + sin𝑦 cos𝑦.
• Platı́

sin(𝑥 + 𝑦) cos(𝑥 − 𝑦)
= (sin 𝑥 cos𝑦 + sin𝑦 cos 𝑥)(cos 𝑥 cos𝑦 + sin𝑦 sin 𝑥)

= sin 𝑥 cos𝑦 cos 𝑥 cos𝑦 + sin 𝑥 cos𝑦 sin𝑦 sin 𝑥 + sin𝑦 cos 𝑥 cos 𝑥 cos𝑦 + sin𝑦 cos 𝑥 sin𝑦 sin 𝑥
= sin 𝑥 cos 𝑥(cos𝑦)2 + sin𝑦 cos𝑦(sin 𝑥)2 + sin𝑦 cos𝑦(cos 𝑥)2 + sin 𝑥 cos 𝑥(sin𝑦)2

= sin 𝑥 cos 𝑥 (cos𝑦)2 + (sin𝑦)2 + sin𝑦 cos𝑦 (cos 𝑥)2 + (sin 𝑥)2 .
= sin 𝑥 cos 𝑥 ⋅ 1 + sin𝑦 cos𝑦 ⋅ 1

= sin 𝑥 cos 𝑥 + sin𝑦 cos𝑦.

•
cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦) = 2 sin 𝑥 sin𝑦.

• Platı́
cos(𝑥 − 𝑦) − cos(𝑥 + 𝑦)

= (cos 𝑥 cos𝑦 + sin 𝑥 sin𝑦) − (cos 𝑥 cos𝑦 − sin 𝑥 sin𝑦)
= 2 sin 𝑥 sin𝑦.



Označme 𝑟 polomer kružnice opı́sanej tomuto trojuholnı́ku. Potom platı́ 𝑎 = 2𝑟 sin𝛼, 𝑏 = 2𝑟 sin𝛽, 𝑐 = 2𝑟 sin 𝛾,
a teda využitı́m pomocných tvrdenı́

𝑎 cos𝛼 + 𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾
= 2𝑟 sin𝛼 cos𝛼 + 2𝑟 sin𝛽 cos𝛽 + 2𝑟 sin 𝛾 cos 𝛾
= 2𝑟 (sin𝛼 cos𝛼 + (sin𝛽 cos𝛽 + sin 𝛾 cos 𝛾))
= 2𝑟 ((sin𝛽 cos𝛽 + sin 𝛾 cos 𝛾) + sin𝛼 cos𝛼)
= 2𝑟 (sin(𝛽 + 𝛾) cos(𝛽 − 𝛾) + sin𝛼 cos𝛼)

= 2𝑟 (sin(180∘ − 𝛼) cos(𝛽 − 𝛾) − sin𝛼 cos(180∘ − 𝛼))
= 2𝑟 (sin𝛼 cos(𝛽 − 𝛾) − sin𝛼 cos(𝛽 + 𝛾))
= 2𝑟 sin𝛼 (cos(𝛽 − 𝛾) − cos(𝛽 + 𝛾))

= 2𝑟 (sin 𝛾 cos(𝛼 − 𝛽) − sin 𝛾 cos(𝛼 + 𝛽))
= 2𝑟 sin 𝛾 (cos(𝛼 − 𝛽) − cos(𝛼 + 𝛽))

= 2𝑟 sin𝛼 ⋅ 2 sin𝛽 sin 𝛾
= 4𝑟 sin𝛼 sin𝛽 sin 𝛾 > 0.

Riešenie 3:
Podľa kosı́nusovej vety je

2𝑏𝑐 cos𝛼 = 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2.
2𝑐𝑎 cos𝛽 = 𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2,
2𝑎𝑏 cos 𝛾 = 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2,

Z toho

𝑎2 ⋅ 2𝑏𝑐 cos𝛼 + 𝑏2 ⋅ 2𝑐𝑎 cos𝛽 + 𝑐2 ⋅ 2𝑎𝑏 cos 𝛾 = 𝑎2 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2 + 𝑏2 𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 ,

𝑎𝑏𝑐(𝑎 cos𝛼 + +𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾) = 𝑎2𝑏2 + 𝑐2𝑎2 − 𝑎4 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑏2 − 𝑏4 + 𝑐2𝑎2 + 𝑏2𝑐2 − 𝑐4 ,
z čoho

𝑎𝑏𝑐(𝑎 cos𝛼 + +𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾)
= 2𝑎2𝑏2 + 2𝑏2𝑐2 + 2𝑐2 + 𝑎2 − 𝑎4 − 𝑏4 − 𝑐4

= 4𝑎2𝑏2 − (𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 2𝑎2𝑏2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑐2𝑎2)
= 4𝑎2𝑏2 − (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)2

= 4𝑎2𝑏2 − (2𝑎𝑐 cos 𝛾)2

= 4𝑎2𝑏2 − 4𝑎2𝑐2(cos 𝛾)2

= 4𝑎2𝑏2 1 − (cos 𝛾)2

= 4𝑎2𝑏2(sin 𝛾)2

> 0.
Z toho už dostávame

𝑎 cos𝛼 + 𝑏 cos𝛽 + 𝑐 cos 𝛾 > 0.


